Chapitre : Espaces vectoriels

1 Sous-espace vectoriel

Exercice 1 ™ Est-ce un sous-espace vectoriel ? —

Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel
R" dans lequel ils sont inclus ?

1.E; = {(x,y,2) €R3: x+y+37=0};

2.Ey={(x,y,z) ER}: x+y+3z=2};

3.E3={(x,y,z,t) ER*: x=y=27=4t};

4.Ey={(x,y) €ER?: xy=0};

5.E5={(x,y) eR*: y=x"};

6. Es = {(x,y,2) € R®: 2x+3y—5z=0}N{(x,5,2) € R’ x—y+2z=0};

7.Er={(x,y,2) €R?: 2x+3y—5z=0}U{(x,y,z) eR3 x—y+z=0}.

8.Eg={(x,5,2) €R¥: (2x+3y—52)>+ (x—y+2)> =0}.

Indication V Correction V [820]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mpsi/feuillesexo/ev&type=fexo

Exercice 2 " Est-ce un sous-espace vectoriel (matrices) ? —

Déterminer si les parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels de M (R) :

a b
1.E1—{<C d>€M2(R).ad—bC—l},
2.E= { <XI ii> EM(R): x1+x2 ZX4};

x3
3.E3= {A S MQ(R) DA :A}.
Indication ¥V Correction V [2943]




Exercice 3 "« Est-ce un sous-espace vectoriel (bis) ? —

Déterminer si les ensembles suivants sont ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels :

1.E, = {P € R[X]; P(0) = P(2)}:

2.E, ={PeR[X]; P'(0)=2};

3. Pour A € R[X] non-nul fixé, E3 = {P € R[X|;A|P};

4. 9 I’ensemble des fonctions de R dans R qui sont dérivables;

5. E4, I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle y' 4+ a(x)y =0, ot a € 2.

6. Es, I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y' 4 a(x)y = x, ot a € Z.

Indication ¥V Correction V¥ [822]




Exercice 4 " Est-ce un sous-espace vectoriel ? —

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Dire dans les cas suivants si la partie V de E est un
sous-espace vectoriel de E.

1. V est I’ensemble des fonctions bornées.

2.V est I’ensemble des fonctions majorées.

3.V est I’ensemble des fonctions paires.

4.V est ’ensemble des fonctions paires ou impaires.

Indication ¥V Correction Vv

[823]




Exercice 5 " v Réunion de deux sous-espaces vectoriels —

Soit E un espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F'U G est encore
un sous-espace vectoriel de E si et seulementsi F C Gou G C F.
Indication V¥ Correction V¥ [824]




2 Combinaisons linéaires

Exercice 6 & Combinaisons linéaires ? —

Les vecteurs u suivants sont-ils combinaison linéaire des vecteurs u; ?

LE=R*u=(1,2),u; = (1,-2), u» = (2,3);

2.E=R* u=(1,2),u (1,—2),142:(2,3),1432(—4,5);

3.E:R3,u_(2,5 3) =(1,3,2), up = (1,—1,4);

4.E:R3,u—(3,1,m) = (1,3,2), up = (1,—1,4) (discuter suivant la valeur de m).

Indication ¥V Correction Vv [810]




Exercice 7 v« Les bagues —

Emile achéte pour sa maman une bague contenant 2g d’or, 5g de cuivre et 4g d’argent. Il la paie 6200 euros.
Paulin achéte pour sa maman une bague contenant 3g d’or, 5g de cuivre et 1g d’argent. Il la paie 5300 euros.
Frédéric achete pour sa chérie une bague contenant 5g d’or, 12g de cuivre et 9g d’argent. Combien va-t-il la
payer?

Indication V¥ Correction V [811]




Exercice 8 "w '« Combinaisons linéaires ? —

1. Dans I’espace vectoriel R[X], le polyndome P(X) = 16X* — 7X2 + 21X — 4 est-il combinaison linéaire de
Pi(X)=8X>-5X>+1et (X)) =X>+7X —2?

2. Dans I’espace vectoriel .7 (R, R) des fonctions de R dans R, la fonction x — sin(2x) est-elle combinaison
linéaire des fonctions sin et cos ?

Indication V¥ Correction ¥ [2621]




Exercice 9 " Dans un espace de fonctions —

Dans E = .7 (R,R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R, est-ce que la fonction arctan est combi-
. e s 2 _ .
naison linéaire de e* , e et sin?
Indication V¥ Correction ¥ [2939]




3 Familles libres

Exercice 10 "= Pour bien commencer... —

Les familles suivantes sont-elles libres dans R? (ou R* pour la derniere famille) ?

1. (u,v) avecu = (1,2,3) etv=(—1,4,6);

2. (u,v,w) avecu = (1,2,—1),v=(1,0,1) et w=(0,0,1);

3. (u,v,w) avecu = (1,2,—1),v=(1,0,1) et w=(—1,2,-3);

4. (u,v,w,z) avec u = (1,2,3,4),v=(5,6,7,8), w=(9,10,11,12) et z = (13,14,15,16).

Indication ¥V Correction V [812]




Exercice 11 "¢ Deux par deux —

On considere dans R3 les vecteurs v; = (1,1,0), v, = (4,1,4) et v3 = (2,—1,4).
1. Montrer que la famille (v;,v;) est libre. Faire de méme pour (v;,v3), puis pour (v2,v3).
2. La famille (v, vy, v3) est-elle libre ?

Indication V¥ Correction V [813]




Exercice 12 " %%  Familles de fonctions —

Démontrer que les familles suivantes sont libres dans .7 (R, R) :

L. (x— ™) yer;

2. (x = |x—al)aer;

3. (x = cos(ax))a>0;

4. (x> (sinx)"),>1.

Indication V¥ Correction ¥ [816]




Exercice 13 "% A partir d’une famille libre —

Dans R”, on consideére une famille de 4 vecteurs libres (e1,e2,e3,e4). Les familles suivantes sont-elles
libres ?

1. (e1,2e2,€3);

2. (61 y 63) 5

3. (61,261 +ey4,e3 +€4) ;

4. (261 +ep,e1 —2er,e4, 7€ —462).

Indication ¥V Correction Vv

[818]




Exercice 14 " w  Opération —

Soit E un espace vectoriel et uy,...,u, € E.Pourk=1,...,n, on pose vy = uj + - - - + uy. Démontrer que la
famille (uy,...,u,) est libre si et seulement si la famille (vy,...,v,) est libre.
Indication V¥ Correction V [3100]




4 Sous-espace vectoriel engendré

Exercice 15 '@ D’un systeme générateur a un systeme d’équations... —

Donner un systeme d’équations des espaces vectoriels engendrés par les vecteurs suivants :

L.uy =(1,2,3);

2.uy = (1,2,3) etuy = (—1,0,1);

3.u; =(1,2,0), up = (2,1,0) et uz = (1,0, 1).

Indication V¥ Correction ¥ [826]




Exercice 16 " D’un systeme d’équations a un systeme générateur... —

Trouver un systéme générateur des sous-espaces vectoriels suivants de R :
1. F ={(x,y,z) €R* x+2y—z=0};
2.6= {(x,y,Z) € RS; x—y+z=0et2x—y—z= 0}

Indication V¥ Correction V [827]




Exercice 17 "¢ Forme la plus adaptée —

1. Soit F; = vect(uy,uz) ot uy = (1,2,3) et up = (—1,0,1). Déterminer a, b, c dans R tels que
F={(x,y2) €R’: ax+by+cz=0}.
2. Soit F, = vect(v;) ot v; = (7,4,1). Déterminer a,b,c,d’,b’, ¢’ dans R tels que
B ={(x,y,2) ER®: ax+by+cz=0etdx+b'x+c'z=0}.
3. Soit F3 = vect(v2) ot vp = (1,0,1). Déterminer a,b,c,a’,b’, ¢’ dans R tels que
F={(x,5,2) €ER’: ax+by+cz=0etdx+bx+c'z=0}.

4. En utilisant la description la plus adaptée de chacun des sous-espaces vectoriels, répondre aux questions
suivantes :

A-t-on F, C F; ? A-t-on F3 C F; ? A-t-on F; NF, = {0} ? A-t-on F; N F3 = {0} ? Trouver une famille géné-
ratrice de F + F;. Trouver une famille génératrice de F| + F3.

5.A-tonF, CFi?A-tonF; C F{?

6. At-on FiNF = {0} ?A-t-on FiFNF = {0} ?

7. Trouver une famille génératrice de F; 4+ F>. Trouver une famille génératrice de F; + F3.

Indication V¥ Correction ¥ [3098]




Exercice 18 "« Coincidence de sous-espaces —

Dans les exemples suivants, démontrer que les sous-espaces F et G de E sont égaux.
1.EZR3,M1 = (l, 1,3),u2: (1,—1,—1), V] = (1,0, 1), V) = (2,—1,0),F:V6Ct(1/£1,u2) CtG:VCCt(Vl,Vz).
2.E =R F =vect((2,3,-1),(1,—1,-2)) et G = vect((3,7,0),(5,0,—7)).
3E=R,F={(x,y,2) €ER* x+y+z=0}, u; = (1,1,-2), up = (1,—4,3) et G = vect(u;,up).
4.E=R4,
F={(x,y,z) €ERY x+y+z+t=0etx—y+2z—2t =0}
G={(x,y,z,1) €ER* 5x+y+T7z—1t=0etx—3y+3z—5r=0}.

Indication V¥ Correction V¥ [825]




Exercice 19 " & Autour des sous-espaces engendrés —

On considere les vecteurs de R* suivants :
ulz(O,l,—Z,l), u2:(1,0,2,—1), u3:(3,2,2,—1), u4:(0,0,1,0).

Dire, en justifiant, si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.
1. vect(uy, uz,uz) = vect ((1,1,0,0),(—1,1,-4,2));
2.(1,1,0,0) € vect(uy,uz) Nvect(up,us,ug);
3. vect(uy,up) + vect(up, uz, ug) = R%,

Indication ¥V Correction V [2949]




5 Sommes directes et sous-espaces supplémentaires

Exercice 20 "= En somme directe ? —

Pour chacun des sous-espaces vectoriels F et G de R3 suivants, déterminer s’ils sont en somme directe.

2 3z=0
LF={(xy2) €R|x+2y+2z=0} etG:{(x7y’Z)€R3|{ xx—+2§J—rzZ=0 };

2 37=0
2.F={(x,y2) €eR?|[x+y+2z=0} et G= {(x,y,Z) eR?| { xx_+2§J_rZZ:o }

Indication V¥ Correction V¥ [2940]




Exercice 21 "= Un exemple d’espaces supplémentaires —

Dans E = R*, on considere les sous-espaces vectoriels F = {(x, y,2,t) ER*: x+y4z+t= O} et G =
{(2a,—a,0,a), avec a € R}.

1. Démontrer que F et G sont en somme directe.

2. Soit (x,y,z,t) € R* Déterminer a € R tel que le vecteur (x —2a,y+a,z,t —a) € F.

3. En déduire que F et G sont supplémentaires.

Indication V¥ Correction Vv

[2941]




Exercice 22 " Ou sont les supplémentaires ? —

On considere dans R* les cinq vecteurs suivants : v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 =
(0,0,0,1) et vs = (0,1,0,1). Dire si les sous-espaces vectoriels suivants sont supplémentaires dans R*.

1. vect(vy,v2) et vect(v3) ?

2. vect(vy,vy) et vect(vg,vs) ?

3. vect(vy,v3,v4) et vect(va,vs) ?

4. vect(vy,v4) et vect(vs,vs)?

Indication ¥V Correction V

[821]




Exercice 23 " iw  Périodiques et tend vers 0 a ’infini —

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R, F le sous-espace vectoriel des fonctions périodiques
de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que lim .. f = 0. Démontrer que F NG = {0}.
Est-ce que F et G sont supplémentaires ?

Indication V¥ Correction V¥ [832]




Exercice 24 " Avec des suites —

Soit E I’espace vectoriel des suites réelles,

F={u€cE;VneN, up, =0}

G={ucE;VneN, uy, =upy}.

Démontrer que F et G sont supplémentaires dans E.

Indication Vv Correction V¥

[833]




Exercice 25 " v Trouver un supplémentaire ! —

Soit A € R[X] un polynéme non constant et F = {P € R[X]; A divise P}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R[X] et trouver un supplémentaire a F.
Indication ¥ Correction ¥ [829]




Exercice 26 " Transformer une somme en somme directe —

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que F + G = E. Soit F/ un supplé-
mentaire de F NG dans F. Montrer que F' $ G =E.
Indication V¥ Correction V [831]




Exercice 27 " Fonctions paires / Fonctions impaires —

Soit E = .% (R, R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F le sous-espace vectoriel des
fonctions paires (ie f(—x) = f(x) pour tout x € R) et G le sous-espace vectoriel des fonctions impaires (ie
f(=x) = —f(x) pour tout x € R). Montrer que F et G sont supplémentaires.

Indication Vv Correction ¥ [828]




Exercice 28 " ww  Un supplémentaire n’est jamais unique —

Soit E un espace vectoriel dans lequel tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. Soit F' un sous-
espace vectoriel propre de E (c’est-a-dire que F # {0} et que F # E). Démontrer que F admet au moins deux
supplémentaires distincts.

Indication ¥ Correction ¥ [834]




Exercice 29 " ww Fonctions qui s’annulent en un (plusieurs) point(s) —

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. Soit a € R. On désigne par F le sous-espace des fonctions constantes et par G, le sous-espace des
fonctions qui s’annulent en a. Montrer que F' et G, sont supplémentaires dans E.

2. Plus généralement, soient ay,...,ay des éléments distincts deux a deux de Ret G ={f € E; f(ap) =
--+ = f(ay) = 0}. Trouver un supplémentaire a G.

Indication V¥ Correction V [830]




Indication pour ’exercice 1 A

Essayer de montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels en utilisant la caractérisation. Si vous ne par-
venez pas a prouver que ce sont des sous-espaces vectoriels, essayez de trouver un contre-exemple a une des
propriétés requises.

Indication pour ’exercice 2 A

Indication pour ’exercice 3 A

Essayer de montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels en utilisant la caractérisation. Si vous ne par-
venez pas a prouver que ce sont des sous-espaces vectoriels, essayez de trouver un contre-exemple a une des
propriétés requises.

Indication pour ’exercice 4 A

Essayer de montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels en utilisant la caractérisation. Si vous ne par-
venez pas a prouver que ce sont des sous-espaces vectoriels, essayez de trouver un contre-exemple a une des
propriétés requises.

Indication pour I’exercice 5 A

Raisonner par I’absurde, prendre x dans F\G et y dans G\ F et considérer x +y.

Indication pour I’exercice 6 A

Il s’agit de résoudre u = xu; + yu, et d’étudier si le systeme possede des solutions.

Indication pour I’exercice 7 A

Le vecteur (5,12,9). est combinaison linéaire de (2,5,4), (3,5,1).

Indication pour I’exercice 8 A

1. Supposer que c’est le cas, écrire P = aP; + bP, et trouver des conditions que doivent vérifier a et b.
2. Idem...

Indication pour ’exercice 9 A

Procéder par I’absurde et étudier les limites en +oo et —oo.

Indication pour I’exercice 10 A

Ecrire une combinaison linéaire nulle, et résoudre le systéme pour voir si tous les coefficients de la combi-
naison linéaire sont nuls.

Indication pour I’exercice 11 A

Pour la premiere question, les vecteurs sont non-nuls et non colinéaires. Pour la seconde, trouver une rela-
tion de liaison entre les trois vecteurs, au besoin en résolvant un systeme.

Indication pour I’exercice 12 A

Prendre une sous-famille finie, écrire une relation de liaison, et trouver que tous les coefficients sont nuls.
On pourra

1. Factoriser par le terme dominant;;

2. Utiliser des propriétés de dérivabilité des fonctions ;

3. Par récurrence...



4. Utiliser la limite de (sinx)*/x en 0.

Indication pour ’exercice 13 A

Ecrire pour chaque cas une relation de liaison, développer et se ramener a une écriture sous la forme
aey +bey + cez +deyq = 0. Utiliser alors le fait que (eg,ez,e3,e4) est une famille libre.

Indication pour I’exercice 14 A

Pour le sens direct, considérer A1,...,4, tels que Y7 ; A;v; = 0 et trouver une combinaison linéaire des u;
égale au vecteur nul. Pour le sens réciproque, commencer par exprimer u; en fonction de vy et suivre le méme
raisonnement.

Indication pour I’exercice 15 A

Par exemple pour 2., dire que (x,y,z) est dans I’espace vectoriel engendré si et seulement si il existe (a,b) €
R? tels que ... On obtient un systéme de 3 équations qu’on essaie de résoudre en a et b. On obtient alors une
équation de compatibilité qui est I’équation du sev engendré.

Indication pour I’exercice 16 A

Ecrire (x,y,z) € F <= .... et essayer de résoudre le systeéme en écrivant une coordonnée en fonction des
autres...

Indication pour I’exercice 17 A

Indication pour I’exercice 18 A

Indication pour I’exercice 19 A

1. Commencer par remarquer que u3 est combinaison linéaire de u; et de up, puis exprimer w; et wy en
fonction de u; et uy, et réciproquement.

2. Démontrer que (1,1,0,0) est combinaison linéaire de (uy,u3,us).

3. Simplifier I’écriture de la somme, puis démontrer que (1,0,0,0) n’est pas dans la somme.

Indication pour ’exercice 20 A

On considere (x,y,z) € FNG. 1l faut voir si (x,y,z) = (0,0,0). Pour cela, on résout le systeme de 3 équations
a 3 inconnues que vérifie (x,y,z).

Indication pour I’exercice 21 A

1.

2.

3. Ecrire (x,y,2,¢) = (x —2a,y+a,z,t —a) + (2a,a,0, —a) pour un a bien choisi.

Indication pour I’exercice 22 A
1. Non.
2. Oui.
3. Non.
4. Non.

Indication pour I’exercice 23 A




D’une part, fixer x € R et étudier f(x+n). D autre part, que dire d’une fonction qui tend vers 4o en +oo.

Indication pour ’exercice 24 A

Indication pour ’exercice 25 A

Utiliser la division euclidienne.

Indication pour I’exercice 26 A

Indication pour I’exercice 27 A

Pour montrer que toute fonction /& se décompose en h = f + g avec f paire et g impaire, on pourra supposer
dans un premier temps que c’est effectivement le cas. Alors, trouver a quoi doivent étre égales f(x) et g(x) en
calculant A(x) et h(—x). Puis, poser f et g les fonctions définies par ces formules, et vérifier que tout fonctionne.

Indication pour I’exercice 28 A

Considérer un supplémentaire G de F dans E, choisir x dans E qui n’est ni dans F, ni dans G, puis construire
un supplémentaire de F' contenant x.

Indication pour I’exercice 29 A

1. Supposons que 7 = g+ C, avec g € G,. Que doit valoir C? et donc g ?
2. Un supplémentaire qui convient est Ry[X]. On pourra considérer I’(unique) polyndme P de cet ensemble
tel que P(a;) = h(a;) pour tout i € {0,...,N}.




Correction de I’exercice 1 A
1. Soient X = (x,y,z) et X' = (x',y/,7) éléments de E;. Alors, X + X' = (x+x',y+),z+7) est aussi
élément de E;. En effet,

(x4+x)+(+y)+3(z+7) = (x+y+32) + (K +) +3) =0.
De méme, pour tout A € R, on a AX = (Ax, Ay, Az) est élément de E| puisque
Ax+Ay+3Az=A(x+y+3z)=0.

E; est donc un sous-espace vectoriel de R.

2. E; n’est pas un sous-espace vectoriel de R car 0= (0,0,0) n’est pas élément de Ej.

3. Soient X = (x,y,z,t) et X' = (x',y',7,t') deux éléments de E3. Alors X +X' = (x+x',y+y,z+7,t +1)
est aussi élément de E3. En effet,

x+x =y+y =27+427 =2(z+7) =4t + 4 =4t +1).

De méme, on prouve que pour tout A € R, AX est élément de Ej3. E3 est donc un sous-espace vectoriel de R*,

4. E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il n’est pas stable par addition. En effet, X = (1,0) et
Y = (0,1) sont tout les deux éléments de E4, mais X +Y = (1, 1) n’est pas élément de E;.

5. Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de Es. Si on effectue leur somme, on trouve (0,2) qui n’est
pas élément de Es : Es n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. Plus généralement, un sous-espace vectoriel
de R? est une droite passant par (0,0), ou R? lui-méme, ou encore le singleton {(0,0)}. E5 est une parabole et
n’est donc pas un sous-espace vectoriel.

6. Posons F = {(x,y,z) €R3; 2x+3y—5z=0} et G = {(x,y,2) € R*; x—y+z=0}. Comme  la premiére
question, on montre que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3. Leur intersection F NG est donc un
sous-espace vectoriel de R>.

7. Cette fois, aucun théoréme du cours ne dit qu’une réunion de deux sous-espaces vectoriels reste un sous-
espace vectoriel. Ici, prenons (5,0,2) e FC FUGet (1,1,0) € G C FUG. Alors (5,0,2)+(1,1,0) = (6,1,2)
n’est pas élément de F car 124+3 — 10 =5 £ 0, et il n’est pas non plus élément de Gcar 6—14+2 =7 #£ 0.
Ainsi, F UG n’est pas stable par addition et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R3. Plus généralement,
on prouve qu’une réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seulement si I’'un
des deux est inclus dans I’ autre.

8. On remarque que si a et b sont deux réels, alors on a a® + b*> = 0 si et seulement si a = b = 0. Ainsi, on a
(x,¥,2) € Eg si et seulement 2x+3y — 5z =0 et x — y+z = 0, si et seulement si (x,,z) € E. Ainsi, Eg est bien
un sous-espace vectoriel de R3.

Correction de I’exercice 2 A
1. Non, ce n’est pas le cas car la matrice nulle n’est pas dans Ej.

/ / / /
2. Oui! En effet, prenons A = TR Al = x,l x,z dans E». Alors A+ A = (! —i—x} 2 +x,2 et
X3 X4 X3 Xy X3+X3 X4+Xxy

ona
(x1+x1) + (02 +25) = (x1 +x2) + (¥] +25) = x4+ 1}

ce qui prouve que A + A’ € E;. De méme, on prouve que pour tout A € R, ona AA € E;.
3. Oui! Ceci vient des propriétés de la transposée, en particulier du fait que

"A+B)="A+'B

et

"(AA) = A'A.

Correction de ’exercice 3 A
1. On va prouver que E; est un sous-espace vectoriel de R[X]. Remarquons d’abord que le polynéme nul est
un élément de E;. Ensuite, prenons P et Q deux éléments de E;, et A € R. Alors (P+ Q)(0) = P(0) + Q(0) =




P(2)+Q(2) = (P+Q)(2) etdonc P+ Q € E;. De méme, (AP)(0) =A x P(0) =A x P(2) = (AP)(2) et donc
AP € Ej. Ceci prouve le résultat annoncé.

2. E, n’est pas un espace vectoriel car le polyndme nul n’est pas élément de E,. Donc E> n’est pas un
sous-espace vectoriel.

3. Remarquons que E3 = {AQ; O € R[X]}. Soient P, = AQ; et P, = AQ; deux éléments de Ej3, et soit
également A € R. Alors P, + P, = A(Q1 + Q») € Es et AP, = A(AQ)) € E3, ce qui prouve que E3 est un
sous-espace vectoriel de R[X].

4. On sait que la somme de deux fonctions dérivables est une fonction dérivable, et que le produit d’une
fonction dérivable par un scalaire est une fonction dérivable. Par conséquent, & est un sous-espace vectoriel de
I’ensemble des fonctions de R dans R.

5. Remarquons d’abord que Ej4 est une partie de 2. Soient y;,y, deux solutions et A € R. Posons y =
y1 + Ays. Alors

Y +a(x)y = (y] +a(x)y1) + A (s +a(x)yz) =0

ce qui prouve que y € E4. Ainsi, E4 est un sous-espace vectoriel de 7.
6. Es n’est pas un espace vectoriel car 0 n’est pas solution de I’équation différentielle.

Correction de I’exercice 4 A
1. Soit f,g € E, et soit M;, M, un majorant respectif de |f],|g|. Alors, pour tout A € R, et tout x € R,

[f(x)+8()| < ()] +[8(x)| < My + My, [Af(x)] < [A] X M.

Ainsi, f+ g et A f sont elles aussi bornées, et V est un sous-espace vectoriel de E.

2. Considérons la fonction f définie pour x € R par f(x) = —|x|. Alors f est majorée (par 0). Mais on a
pour tout x € R : —f(x) = |x|. Ainsi, la fonction — f n’est pas majorée. Donc f € Vet —f ¢ V : V n’est pas un
espace vectoriel de E.

3. Prenons f et g deux fonctions paires et A € R. Alors

(f +8) (=) = f(=x) +8(—x)
=f(0)+gx) = (f+8) ),

(AS)(=x) = Af(=x) = Af(x) = (Af) ().

Ainsi, f+ g et A f sont paires et V est un sous-espace vectoriel de E.
4. Prenons f(x) = x? et g(x) = x. Alors f est paire et g est impaire. Mais (f +g)(1) =2et (f+g)(—1)=0.
Ainsi, f+ g n’est ni paire, ni impaire et V n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Correction de ’exercice 5 A

Bien sir, si F C G, F UG = G est un sous-espace vectoriel ce qui prouve une implication. Réciproquement,
supposons que F'U G est un sous-espace vectoriel de E et que pourtant F' n’est pas inclus dans G et G n’est
pas inclus dans F. Prenons x dans F\G et y dans G\ F. Alors, puisque F UG est un sous-espace vectoriel, il est
stable par addition et donc x+y € FUG. Mais, si x+y est dans F, alors y = (x+y) —x € F (car F est un sev)
ce qui n’est pas le cas. De méme, si x+y est dans G, alors x = (x+y) —y € G ce qui est impossible. On obtient
donc une contradiction et 1’autre implication.

Correction de I’exercice 6 A
1. On se demande s’il existe x,y € R tel que u = xu; + yup. On doit résoudre le systeme

1 = x+2
2 = —2x+3y

Effectuant L, +2L; — L;, on trouve qu’il est équivalent a

1 = x+2
4 = Ty



On peut donc trouver y, puis x : u est bien combinaison linéaire de u; et up. Une facon plus abstraite de voir les
choses est de remarquer que u, n’est pas proportionnel a u;. Ainsi, (u;,u;) est une famille libre & deux éléments
dans R?, espace de dimension 2. C’est donc une base de E. En particulier, tout vecteur de R? s’écrit comme
combinaison linéaire de u; et u,.

2. D’apres la question précédente, u est combinaison linéaire de u; et up. Il est a fortiori combinaison
linéaire de uy, us et us.

3. On ne peut plus avoir de raisonnement abstrait car on travaille avec seulement deux vecteurs dans un
espace de dimension 3. L’équation u = xu; + yu, équivaut successivement a

xX+y = 2 x+y = 2
3x—y = 5 — dx = T (Lp+L; — L)
2x+4y = 3 —2x = =5 (L3—4L, — L3)

Les deux dernieres équations sont incompatibles, u n’est donc pas combinaison linéaire de u; et u;.
4. On reprend le mé&me raisonnement. L’équation u = xu; + yup équivaut successivement a

x+y = 3 x+y = 3
3x—y = 1 <— 4x = 4 (Ly+L; — L)
2x+4y = m —2x = m—12 <L3—4L1—>L3)
x =1
<= y = 2
-2 = m-—12

Le systeme admet donc une solution si et seulement si m = 10. Par conséquent, # est combinaison linéaire de
uy et up si et seulement si m = 10.

Correction de I’exercice 7 A
Le vecteur (5,12,9) est combinaison linéaire de (2,5,4), (3,5,1). Il s’écrit en effet

11 1
(5,12,9) = = (2,5,4) + £ (3.5,1).

Autrement dit, la derniére bague peut étre réalisée avec 11/5 de la premiére bague et 1/5 de la deuxieme bague.

Son cofit est donc "’ .
5 x 6200 + 55300 = 14700 euros.

Tres joli cadeau !

Correction de I’exercice 8 A

1. Supposons que ce soit le cas, et écrivons P = aP; + bP,. Si on regarde les termes de degré 3, alors
on voit qu’on a nécessairemement a = 2. Si on regarde ensuite les termes de degré 2, alors on voit qu’on a
nécessairement —7 = —10+ b et donc b = 3. Et alors, on vérifie qu’on a bien P = 2P; + 3P», et donc P est bien
combinaison linéaire de P; et P».

2. Faisons d’abord attention ! La formule bien connue sin(2x) = 2sin(x) cos(x) ne dit pas que x — sin(2x)
est combinaison linéaire de sin et cos, puisqu’un produit de ces deux fonctions intervient. On procede comme
a la question précédente et on suppose qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout x € R, sin(2x) =
asin(x) + bcos(x). Pour x = 0, on trouve b = 0. Pour x = /2, on trouve a = 0. Et comme x — sin(2x) n’est
pas la fonction nulle, on obtient une contradiction : la fonction x — sin(2x) n’est pas une combinaison linéaire
des fonctions sin et cos.

Correction de ’exercice 9 A

. . . e . 2 _ . . .
Supposons que arctan soit combinaison linéaire de ¢* , e~ et sin. Alors il existe a,b,c € R tels que, pour
tout x € R,
2 .
arctan(x) = ae* +be " + csin(x).



Puisque e~ tend vers 0 en +oo et sin est bornée, si a # 0, alors ae® +be ™ + csin(x) tend vers oo lorsque
X — oo (suivant le signe de a). Ce n’est pas le cas de arctan(x), et donc a = 0. Prouvons maintenant que b = 0.
Faisant x = 0 dans 1’égalité, et puisqu’on sait déja que a = 0, on trouve b = 0. On a donc prouvé que si arctan
est combinaison linéaire de e, ¢ et sin(x), alors il existe ¢ € R tel que arctan(x) = csin(x). Ce n’est pas
le cas, puisque par exemple la fonction arctan admet une limite en +oo et pas la fonction sin. En conclusion,
arctan n’est pas combinaison linéaire de e, e~ et sin.

Correction de I’exercice 10 A

1. Puisque u et v sont non-nuls et que u n’est pas proportionnel a v, la famille de deux vecteurs (u,v) est
libre.

2. Soit a, b, c des réels tels que au+bv+cw =0. On a

au+bc+cw=(a+b,2a,—a+b+c)

et donc au + bv + cw = 0 si et seulement si

a+b = 0
2a = 0
—a+b+c = 0

On en déduit, par la deuxieme ligne, a = 0, puis b = 0 et ¢ = 0. La famille (u,v,w) est une famille libre.
3. Soit a, b, ¢ des réels tels que au+ bv 4 cw = 0. Ceci se traduit en le systeme

a+b—c = 0 at+b—c = 0
2a+2¢c = 0 <— —2b+4c = 0 L,—2L, =L,
—a+b—-3¢ = 0 2b—4c = 0 L3+L; —Ls
Pour c =1, b =2 et a = —1, on obtient une solution non-nulle du systeme. Autrement dit, —u+2v+w =0et

donc la famille (u,v,w) est lie.

4. On peut reprendre la méme méthode que précédemment, en écrivant au + bv 4 cw + dz = 0, et montrer
qu’il existe une solution non nulle : (u,v,w,z) est une famille liée. On peut aussi remarquer plus facilement que
v=u+(4,4,4,4) etque w =v+ (4,4,4,4). Ainsi, v—u = w — v, soit u —2v+w = 0, et la famille est lice.

Correction de ’exercice 11 A

1. Les vecteurs v et v, ne sont pas nuls et ne sont pas colinéaires. Ainsi, la famille de deux vecteurs (vi,v2)
est libre. Il en est de méme pour la famille (v;,v3), ainsi que pour la famille (v;,v3), par une preuve identique.

2. On remarque que v3 = v — 2v; : il y a une combinaison linéaire des trois vecteurs avec des coefficients
non tous nuls qui donne le vecteur nul. La famille n’est pas libre. Si on n’a pas la "chance" de remarquer que
v3 = vp — 21, on peut écrire une relation de liaison av +bv, 4+ cvs = 0, on obtient un systéeme de trois équations
dont les inconnues sont a, b et c. La résolution de ce systéme montre qu’il admet une solution non-nulle.

Correction de I’exercice 12 A

1. Soient a; < ap < --- < a,p, o p est arbitraire. Il suffit de montrer que (e“',...,e%*) est une famille libre.
Considérons une relation de liaison A;e“* + - -- 4+ 4,e%*. On factorise par le terme dominant, c’est-a-dire e“»*.
On obtient

e (A, + lp—le(a”*'w”)x + et lle(alfap)x) =0, xeR.

On simplifie par e®*, qui ne s’annule jamais, et on fait tendre x vers +oo. Puisque e(%~%)* tend vers 0 pour
J < p, le membre de gauche converge vers 4, qui vaut donc 0. On répéte le procédé en factorisant ensuite
par e“»~1* pour prouver que A,_; = 0, et on obtient successivement que A,,A,_1,... et finalement A; sont
nuls (on peut aussi effectuer une récurrence). La famille est donc effectivement libre. Avec le méme type de
raisonnement (mais c’est plus dur d’ordonner les couples), on pourra prouver que la famille (x*(Inx)? )a,peR €St
libre.



2. Soient a; < a < --- < ap, ou p est arbitraire. Il suffit de montrer que (x — [x —ay|,...,x — [x—a,|) est
une famille libre. Considérons une relation de liaison, ¢’est-a-dire supposons que A;|x—ay|+---+Ap|x—a,| =

0 pour tout x € R. Soit k dans {1,..., p} et réécrivons la relation sous la forme
Aklx —ap| = — Z Ajlx—aj| == gr(x).
J#k

Alors, la fonction g est dérivable en ay, car chaque fonction x — |x —a;|, j # k est dérivable en ay (au voisinage
de a4, elle est égale a une fonction affine). Il en est donc de méme de x — Ay|x — ay|. Ceci n’est possible que si
Ay =0.

3. On va démontrer par récurrence sur N que toute famille (cos(a;x),...,cos(ayx)) avec 0 < a; < ap <
-+« < ay est libre. C’est le cas pour N = 1 (cos(ax) n’est jamais la fonction nulle). Supposons le résultat vrai au
rang N — 1, et prouvons-le au rang N en écrivant une relation de liaison :

Aicos(ajx) + -+ Aycos(ayx) = 0.
On dérive deux fois et on trouve
atdy cos(aix) + - - +ay Ay cos(ayx) = 0.
En retranchant a% fois la premiére équation 2 la deuxiéme, on trouve

(a} — aX) A cos(arx) + -+ (ad_; —ak) Ay cos(ay_1x) = 0.

Par hypothese de récurrence, on a (a? —a%)A; =0 pour tout j = 1,...,N — 1, soit finalement A; = 0 puisque

a? # a%,. De retour a I’équation initiale, on retrouve aussi Ay = 0, ce qui prouve bien que la famille est libre.
4. Soit N > 1. 11 suffit de prouver que la famille (x — (sinx)");<,<y est libre. Considérons des scalaires
Al, ..., Ay tels que
Ay sinx + -4 Ay(sinx)¥ = 0.

sinx

On rappelle que 2% — [ si x — 0, et par conséquent, si k > 2, on a (sinx)¥ /x — 0 si x — 0. Reprenons 1’équation
. 'x
précédente et divisons par x pour x # 0. On a
sinx sin® x (sinx)V

TR

M—+ A
X
Faisons tendre x vers 0. Le membre de gauche tend vers Ay, celui de droite vers O et on obtient donc

A =0.

I suffit ensuite d’itérer le raisonnement en divisant successivement par x>, x>, .. ., ou bien de faire une récurrence

en simplifiant par sinx. Une autre méthode, peut-Etre plus simple, consiste a considérer le polyndme
PX)=MX+---+ X"

et de remarquer que, pour tout x € R, P(sinx) = 0. Ainsi, P admet une infinite de racines, et donc P est le
polyndme nul.

Correction de ’exercice 13 A
1. Soit une relation de liaison

ae; +b(2ey) +ces =0 = aey + (2b)ey + ce3 4+ 0eq = 0.

Alors puisque la famille (eg, ez, e3,e4) est libre, on en déduit que a =2b = ¢ =0, soita = b = ¢ = 0. La famille
est donc libre.

2. C’est encore plus facile. Une famille extraite d’une famille libre est une famille libre !

3. Soit une relation de liaison

ae1 +b(2e;+es)+c(ezs+es) =0 = (a+2b)e; +ce3+ (b+c)es =0.



Puisque la famille (e}, e, e3,e4) est libre, ceci entraine que

a+2b = 0
c = 0
b+c = 0

d’oti on tire assez facilement que a = b = ¢ = 0. La famille (e, 2e; + e4,e3 + e4) est donc libre.
4. On peut remarquer que
Te; —dey) = 2(261 +€2) + 3(6‘1 — 282)

et donc la famille n’est pas libre. On pouvait aussi prendre la méme méthode que pour la question précédente,
et obtenir cette fois que le systeme admet une solution non-triviale.

Correction de I’exercice 14 A
Commengons par supposer que (u,...,u,) est libre. Soit A, ..., A, des scalaires tels que Y7, Axvx = 0.
Alors, en remplagant v par uj + - - - 4 u, puis en permutant les sommes, on trouve successivement

n k n n
Z?Lk Zuj :O<:>Z ZA’J l/tj:().
k=1 j=1 j=1 \k=j
Puisque la famille (uy,...,u,) est libre, on en déduit que, pour tout j =1,...,n,0n a
n
Y a4=0
k=
Mais on trouve un systéme triangulaire en Aq,...,A, dont la seule solution est A; = --- = A, = 0. La famille
(v1,...,v,) est bien une famille libre. Réciproquement, on suppose que (v, ...,v,) est libre et on remarque que
up = vy, puis, pour k =2,....n, uy = v — vg_1. Soit Ay,..., A, des scalaires tels que Y} _; Akuy = 0. Alors on
obtient 1
n n—
Mvy+ Z lk(vk — kal) =0 < Ay, + Z (Ak - lk+1)vk =0.
k=2 k=1
Puisque la famille (vy,...,v,) est libre, on obtient A, = 0 et Ay = A1 pour k = 1,...,n— 1, ce qui donne
Ap—1 =---=A; =0. La famille (uy,...,u,) est libre.

Correction de I’exercice 15 A
1. On note F le sous-espace vectoriel engendré par u;. Alors

X = a a =x
(x,y,2) EF < dacR, { vy = 2a <= JaceR, < y—-2x = 0
z = 3a z—=3x = 0
y—2x = 0
— { z=3x = 0

On a bien trouvé un systeme d’équations de F.
2. On note G le sous-espace vectoriel engendré par u; et uy. Alors,

x = a—b
(x,,2) €G <= F(a,h) €R* { y = 2a
z = 3a+b
a = y/2
— J(a,b)eR?, { b = z-3y/2

0 = x—2y+z
— x—2y+2z=0.



Cette derniére équation est une équation de G.
3. On note H le sous-espace engendré par u1, up et uz. Alors,

x = a+2b+c
(x,y,2) €H < Aa,b,c)eR* { y = 2a+b
7 = ¢

a+2b+c = x
— Ia,b,c)eR} { —3b—2c = y—2
c = z
On obtient un systeme triangulaire dont aucun des pivots n’est nul. Autrement dit, le syst¢éme admet toujours
une solution, quelles que soient les valeurs de x, y et z. Ainsi, H = R3.

Correction de ’exercice 16 A
1.0na

X yx —242zx1
(x,,2) EF <= x=-2y+z <= ¢y = yxl+zx0
z = yx04zx1.

Posant u; = (—2,1,0) et up = (1,0, 1), on a donc F = vect(uy,uy). Cette solution n’est (bien siir!) pas unique.
2.0na

x=y+z = 0 x—=y+z = 0
(x,,2) € G < {2x_y_z _ 0 ¢:>{ 3 — 0
x=2z
<~ { y=3z
7=z
On a donc G = vect(u), avec u = (2,3,1).
Correction de I’exercice 17 A
1.0n a
X = A—u
(x,y,2) €F <= JA,u)eR* { y = 24
z 3A+u
A = y/2
<:>H(A’7.LL)ER27 u = y/2_'x
z = 3A+u
A = y/2
<:>E|()L,‘LL)€R2, u = y/z_x
0 = x—2y+z
— x—2y+2z=0.
2. On écrit
x = TA A =z
(x,y2)€EF <= JAER, ¢ vy = 44 < AR, ¢ x—7z = 0
z = A y—4z = 0
— x—T7z = 0
y—4z = 0 °

On a bien trouvé un systeme d’équations de F.



3. On écrit

x = A A =z
(xy,z2)€EFR < FIAeR, { y = 0 <= JAeR, { x—z = 0
z = A y = 0
s J X7 = 0
y = 0

On a bien trouvé un systeme d’équations de F3.

4. F, est inclus dans F] si et seulement si v € Fy, ce qu’on vérifie facilement en utilisant I’équation de F; :
7—2x4+1=0. F;n’est pas inclus dans Fj car vy ¢ Fi, puisque | —2x0+4+1=27#0.Onn’apas FiNF, = {0}
puisque v; € F1NF et vy # 0. On va prouver que F; N F3 = {0} en remarquant que

x=2y+z = 0

(x,3,2) E FINF; < x—z = 0
y =0

x = 0

— y = 0

z = 0

Puisque F> C Fy, on a F; + F, = Fj et donc (u;,uy) est une famille génératrice de Fj + F». On a aussi Fj + F3 =
vect(uy,up,vy) et donc (uy,uy,vy) est une famille génératrice de Fy + F.

5. F;, est inclus dans F] si et seulement si v; € F}, ce qu’on vérifie facilement en utilisant I’équation de F] :
7—2x4+1=0. F;n’est pas inclus dans Fj car v, ¢ Fj, puisque 1 —2x0+1=2#0.

6.Onn’apas F1NF, = {0} puisque v; € F1NF, et v # 0. On va prouver que F; NF3 = {0} en remarquant
que

x—2y+z = 0

(x,y,2) EANF; — x—z = 0
y =0

x = 0

= y =0

z =0

7. Puisque F> C Fj, on a F; + F, = Fy et donc (uy,uy) est une famille génératrice de Fy + F>. On a aussi
Fi + F3 = vect(u;,up,v;) et donc (uy,uz,v;) est une famille génératrice de Fy + F3.

Correction de I’exercice 18 A
1. Premiére méthode : Pour montrer que vect(u;,up) C vect(vy,v,), il suffit de montrer que u; et uy sont
tous deux combinaison linéaire de vy et v,. L’équation u; = xv| 4 yv; est équivalente a

1 = x+2
1 = —y
3 = x
dont la solution est donnée par x =3 et y = —1. L’équation uy = xv| + yv, est équivalente a
1 = x+2
-1 = -y
-1 = X

dont la solution est donnée par x = —1 et y = 1. Donc, vect(uy,up) C vect(vy, v2). Réciproquement, pour prouver
que vect(vy,vy) C vect(uy,up), il suffit de prouver que v; et v, sont combinaison linéaire de u; et uy. L’équation
V1 = xu1 + yup est équivalente a

1 = x+y

0 = x—y

1 = 3x—y.



On résout ce systeme en faisant L; 4+ L qui donne x = 1/2, on obtient ensuite y = 1/2 et on vérifie que cela
fonctionne dans la derniére équation. De méme, on peut prouver que v, est combinaison linéaire de u; et u,.
Deuxieme méthode : On peut rechercher une équation de F = vect(u,uz) et de G = vect(vy,v2). Ona:

x = a+b
(x,y,2) €F <= 3(a,b)eR*{ y = a—b
z = 3a-b
at+b = x
— J(a,b) € R?, 2b = x—y (Li—L,—Ly)
4b = 3x—z (3L1—L3—>L3)
a+b = x
< H(Cl,b) € R2, 2b = x—y (L] =) —>L2)

0 = x+2y—z (L3—2L2—>L3)

Ce dernier systéme admet une solution si et seulement si x+2y —z =0. On adonc F = {(x,y,z) € R*; x+2y—
z=0}. De méme,

x = a+2b
(x,3,2) €G <= I(a,h)eR*{ vy = —b
Z = a

x+2y—z = 0
— 3J(a,b) € R?, y = —b
Z = a

Ce dernier systéme admet donc une solution si et seulement si x+2y —z = 0. On adonc G = {(x,y,z) € R*; x+
2y —z = 0}. Il est alors clair que F = G. Troisieme méthode : On peut s’arréter a I’inclusion vect(u;,uz) C
vect(vy,v2) dans chacune des démonstrations précédentes si on connait la théorie de la dimension. En effet,
puisque u; et i ne sont pas colinéaires, vect(uy,u;) est de dimension 2. De méme, vect(vy,v;) est de dimension
2. Puisque I’un est inclus dans I’autre et qu’ils ont méme dimension, ils sont égaux.

2. On peut reprendre I’une des trois méthodes de 1’exercice précédent. Par exemple, on va montrer que G C
F. Pour cela, on va écrire un systeme d’équations de F, et on va vérifier que les deux vecteurs qui engendrent
G satisfont ce systeme d’équations. On en déduit alors que tout vecteur de G satisfait aussi I’équation, et donc
que G est inclus dans F. On écrit alors que

x = 2a+b
(x,y,2) €EF <= 3a,b)eR?>{ y = 3a—b
7z = —a—2b
b = x—2a
<~ 3J(a,h)eR*{ 5a = x+y
7z = —a-—2b
b = 3x—2y
- 3
— 3J(a,h)eR*{ a = o
—T7x+3y
5

— Tx—3y+5z=0.

On a donc F = {(x,y,z) € R3; 7x —3y+5z = 0}. Or, (3,7,0) et (5,0,—7) satisfont cette équation et donc,
d’apres la discussion précédente, G C F'. Avec la méme méthode, ou en utilisant la théorie de la dimension, on
en déduitque G=F.



3. On va chercher une équation de G. On a

X = a+b
(x,9,2) €EG <= Fa,h)cR*  y = a—4b
z = —2a+3b
X = a+b
— El(a?b) € R2> y—x = —5b
z = —2a+3b
dxty a
2 =
— H(G,b)GRZ, ? - b
7 = —y—x

< x+y+z=0.

On en déduit immédiatement que F = G.
4. 11y ala aussi plusieurs méthodes. On peut d’une part démontrer que les deux systémes

x+y+z+t = 0 ot Sx+y+Tz—t = 0
xX—y+2z—-2¢ 0 x=3y+3z-5t = 0

sont équivalents. C’est ce qu’on obtient ici si on remarque que le deuxieme systeme s’ obtient en faisant 3L; 4
2L, dans la premiere ligne et —L| + 2L, dans la seconde. On peut aussi chercher un systeme générateur de F et
de G et se ramener aux cas précédents. En réalité, le systeme générateur le plus simple a obtenir dans les deux
cas est le systeme u; = (—3,1,2,0) et up = (1,—3,0,2) et comme les deux sous-espaces ont le méme systéme
générateur, ils sont égaux !

Correction de I’exercice 19 A

La correction de I’exercice n’utilise pas la théorie de la dimension. En I'utilisant, il serait possible de donner
des réponses plus courtes a certaines questions.

1. Vrai. Appelons w; = (1,1,0,0) et wp = (—1,1,—4,2). Déja, nous pouvons observer que uz = 2u; + 3uy,
donc vect(uy,up,us) = vect(uy,uz). Ensuite nous avons wy = uj +up et wp = uj — up, et de maniere équivalente,
up = 2 et uy = 152 d’ol la conclusion.

2. Vrai. Au point précédent nous avons déja montré que (1,1,0,0) = u; + u,. Montrons que (1,1,0,0) peut
s’écrire comme combinaison linéaire de uy,us3,uy4 :

(1717070) = a(170727_1)+ﬁ<372727_1)+’y<07071a0)

donne (écrit comme matrice augmentée)

1 3 0|1
0 2 0]1
2 2 110
-1 -1 0|0

qui équivaut a
1 3 0] 1
0O 2 0|1
0 —4 1|-2
0 2 0|1

qui a pour solution (a,8,7) = (—1/2,1/2,0).

3. Faux. Nous avons
vect(uy,up) + vect(uy, us, uq) = vect(uy,up, up, u3,us) par construction

= vect(uy,up,us, ug)
= vect(uy,up,us) d’apres le point 1.



Voyons si (1,0,0,0) appartient a cet espace :
(1,0,0,0) = a(0,1,—2,1) + B(1,0,2,—1) +7(0,0,1,0)

donne (écrit comme matrice augmentée)

1 0]1
1 0 0]0
-2 2 1|0
1 -1 010
qui équivaut a
1 0|0
0 1 0]1
-2 2 1|0
1 -1 010
puis a
1 00
01 0|1
0 0 1]|-2
00 0|1

qui est incompatible (derniere ligne).

Correction de I’exercice 20 A
1. Soit (x,y,z) € FNG. Le but est de savoir si (x,y,z) est nécessairement égal a 0. Pour cela, on remarque
que (x,y,z) est solution du systeme

)

x+2y4+z =
2x+y+3z =
x—2y—z = 0

o

On résout ce systeme :

)

x+2y+z =
—3y+z =
—4y—2z7 =
X+2y+z =
= —3y+z
—10y

=0

<= y = 0
z = 0.

X+2y+z =
2x+y+3z
x—2y—z =

L2—2L1 — 1Ly
Is—Ly— L3

!

SO O O OO

Ly+20L, — L3

On a bien (x,y,z) = (0,0,0) et donc F et G sont en somme directe.
2. On procede de la méme fagon : soit (x,y,z) € FNG. Alors (x,y,z) est solution du systéme

x+y+2z = 0
2x+y+3z = 0
x—2y—z = 0

On résout ce systéme :

x+y+2z = 0 x+y+2z = 0
2x+y+3z = 0 <= —y—z = 0 L,-2L— 1L,
x—2y—z = 0 —3y—-3z = 0 Lz—Li—=1Ls

— x+y+2z = 0
y+z = 0.



On peut alors finir la résolution de ce systéme, ou alors remarquer que (1,1, —1) est solution du systeme, donc
membre de F NG qui n’est pas réduit a {(0,0,0)}. Ainsi, F et G ne sont pas en somme directe.

Correction de ’exercice 21 A
1. Soit (x,y,z,¢) € FNG. Alors d’une part on a

xX+y+z+t=0

et d’autre part, il existe a € R tel que (x,y,z,¢) = (2a,—a,0,a) On introduit ceci dans I’équation précédente, et
on trouve
2a—a+0+a=0 < 2a=0 < a=0.

Ainsi, (x,y,z,¢) = (0,0,0,0) etona FNG = {(0,0,0,0)} donc F et G sont en somme directe.
2.0na

(x—2a,y+a,z,t—a)€EF <= x—2a+y+a+z+t—a=0
0 X+y+z+t
=

3. Soit (x,y,z,t) € R* et posons a = (x+y-+z-+1)/2. Posons également (x',y',7,t') = (x—2a,y+a,z,t —a).
Alors d’apres la question précédente, (x',y’,7/,#") € F. On sait aussi que (2a,—a,0,a) € G et que

(x7y7zvt) = (xlvylazlat/) + (2[1, _a707a)'

Ainsi, on a prouvé que (x,y,z,7) € F + G et donc que F + G = E. En utilisant le résultat de la premiere question,
on conclut que F et G sont supplémentaires.

Correction de I’exercice 22 A

1. Ils ne sont pas supplémentaires, la raison profonde étant qu’il n’y a pas assez de vecteurs. Ici, on va
trouver un vecteur qui n’est pas dans la somme de vect(v;,v;) et vect(v3), c’est-a-dire un vecteur qui n’est
pas combinaison linéaire de vy, v, v3. Par exemple, v4 n’est pas combinaison linéaire de vy, v;,vs. En effet, s’il
I’était, alors on aurait

v4 = avy +bvy +cvs

soit, en regardant coordonnées par coordonnées, le systeéme

Qa9
I
- o oo

qui n’admet pas de solutions. Bien siir, avec la théorie de la dimension, il serait plus facile de remarquer qu’un
systeme de 3 vecteurs de R* ne peut pas étre une base de R*.
2. Nous allons prouver que vect(vy,v2) et vect(vs,vs) sont en somme directe. Il y a deux choses a prouver :
vect(vy,v2) Nvect(va,vs) = {0}. Soit u dans 'intersection. Alors d’une part u = av; + bv, et d’autre part
u = cv4 + dvs. En écrivant les vecteurs, on obtient

(a,0,b,a) = (0,d,0,c+d)

ce qui donne le systeme

=0

0

0

= c+d

SIS SN
I

duquel on conclut sans peine que a = b = ¢ = d = 0. vect(vy,vy) + vect(vy,vs) = R*. Mais,

vect(vy,va) 4 vect(va, vs) = vect(vy, vz, va,vs).



Soit (x,y,z,¢) € R*. Alors on remarque trés facilement que
(X,3,2,t) =xvi +z2va + (t —x —y)va +yvs
ce qui prouve bien que (x,y,z,t) € vect(vy,v2) + vect(vq, vs).
3. vect(vy,v2) Nvect(va,vs) = {0}. Soit u dans I'intersection. Alors d’une part u = av; + bv, et d’autre part
u = cv4 + dvs. En écrivant les vecteurs, on obtient

(a? O7b7a) = (07d707c+d)

ce qui donne le systeme

SIS N
I
o oo o

duquel on conclut sans peine quea=b=c=d = 0.
4. vect(vy,v;) + vect(vy,vs) = R*. Mais,

vect(vy,va) + vect(vy, vs) = vect(vy,va, va,vs).
Soit (x,y,z,¢) € R*. Alors on remarque trés facilement que
(x,3,2,8) = xvi +z2vo+ (t —x —y)va+yvs

ce qui prouve bien que (x,y,z,t) € vect(vy,va) + vect(va, vs).

5. Non! On remarque en effet assez facilement que vs = v3 4 v4 est dans I’intersection des deux sous-espaces
vectoriels. On pourrait également conclure a 1’aide de la théorie de la dimension.

6. Cette fois, la théorie de la dimension ne pourrait pas s’ appliquer. Cependant, on remarque que v4 = vs — V3
est dans I’intersection des deux sous-espaces vectoriels.

Correction de I’exercice 23 A

Soit f € FNG et prenons x € R. Alors f(x+n) = f(x) puisque f est 1—périodique. Mais d’autre part,
f(x+n) tend vers 0 quand n tend vers I'infini puisque f est élément de G. Ainsi, f(x) = 0 et puisque c’est
vrai pour tout x € R, on a f = 0. D’autre part, considérons la fonction f(x) = x. Alors si f € F 4+ G, f s’écrit
f =g+ h avec g périodique de période 1 et / qui tend vers 0 en +oo. Mais alors,

f(n) = g(n)+h(n) =g(0)+h(n) —¢g(0) eR

alors que f(n) — +eo. On obtient une contradiction et donc F + G # E. F et G ne sont pas supplémentaires.

Correction de I’exercice 24 A

D’abord, il est clair que F NG = {0}. En effet, si la suite («,) est dans I’intersection de F et G, alors tous ses
termes d’indice pair sont nul, et par suite tous ceux d’indice impair sont également nuls car (u,) € G. Prouvons
maintenant que F + G = E. Pour cela, prenons une suite (u,) de E et réfléchissons un peu. Si u, = v, +w, avec
(vn) € F et (wy,) € G, alors on a forcément uy, = wy, ce qui définit forcément (w,) puisque wo,+1 = wy,. La
suite (v, ) ne peut étre que la différence entre (u,) et (w,), en espérant qu’elle soit dans F. Agissons maintenant !
On définit (w,,) par wp, = wa,11 = Uy, pour tout entier naturel n. Il est clair que (w,) est élément de G. Posons
ensuite, pour tout entier naturel n, v, = u,, — w,,. Alors par définition on a (u,) = (v,) + (w,) et il reste a prouver
que (v,) € F. Mais c’est facile, car vy, = up, — wa, = 0. Ainsi, on a bien prouvé par ce raisonnement dit
d’analyse-synthese que E = F & G.

Correction de I’exercice 25 A
Remarquons que F = {AQ; Q € R[X]}, ce qui permet facilement de prouver que F est un sous-espace
vectoriel de R[X]. D’autre part, prenons maintenant B € R[X]. D’apres la division euclidienne, il s’écrit de




facon unique sous la forme B = AQ + R, ot Q € R[X] et R € R;_;[X], ou d est le degré de A, c’est-a-dire de
facon unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de R, [X]. Ceci signifie exactement que F
et R;_1[X] sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R[X].

Correction de I’exercice 26 A

Prouvons d’abord que F’ et G sont en somme directe, ¢’est-a-dire que F' NG = {0}. Prenons x € GNF'.
Alors, puisque F NG et F’ sont en somme directe, et que x € F NG (x est dans G et dans F' C F), on en déduit
x = 0. D’autre part, il faut montrer que F’ +G = E. Soit z € E. On sait que z = f + g, avec f € F et g € G (car
F + G = E). D’autre part, on peut décomposer f en g’ + f', avec g € FNG et f' € F'. Ainsi, on obtient

=g+ +g=r+(g+4)

avec f' € F'etg+g¢ € G: F'+ G =E ce qui acheéve la preuve que F’ et G sont supplémentaires.

Correction de I’exercice 27 A

Remarquons d’abord que F NG = {0}. En effet, si f est élément de F NG, alors, pour tout x € R, on a
a la fois f(—x) = f(x) et f(—x) = —f(x), d’ou f(x) = —f(x) ce qui entraine f(x) = 0. D’autre part, tout
élément h de E se décompose sous la forme h = f + g, avec f dans F et g dans G. Pour cela, on utilise un
raisonnement par analyse-syntheése. Admettons un bref instant que 7 = f + g avec f € F et g € G. Alors, pour
toutx € R, on a h(x) = f(x) +g(x) et h(—x) = f(—x) + g(—x) = f(x) — g(x). Des deux équations précédentes,
on tire facilement que f(x) = (h(x) +h(—x))/2 et g(x) = (h(x) — h(—x))/2. On peut désormais passer a la
synthese (le paragraphe précédent peut étre considéré comme une recherche "au brouillon"). On pose f(x) =
(h(x) +h(—x)) /2 et g(x) = (h(x) — h(—x)) /2. Alors on vérifie facilement que :

h=f+g; f estpaire : en effet f(—x) = (h(—x) +h(—(—x))) /2= (h(x)+h(—x)) /2 = f(x); g est impaire
(méme raisonnement).

Ainsi, on a bien F + G = E. Remarquons que la partie "analyse’ du raisonnement montre aussi 1’unicité de
la décomposition, et redémontre donc que la somme est directe.

Correction de I’exercice 28 A

On commence par fixer G un supplémentaire de F. Soit x un vecteur qui n’est ni dans F, ni dans G (par
exemple, si x; #0 € F et x, # 0 € G, alors x| +xp n’est ni dans F - sinon x; serait dans F, ni dans G -
sinon x; serait dans G). Posons F’ = F @ vect(x) et considérons G’ un supplémentaire de F’ dans E. Alors,
G = vect(x) @ G’ est un supplémentaire de F dans E. En effet

si z € E, alors il s’écrit sous la forme z = y| + y2, avec y; € F’ et y, € G'. De plus, y; s’écrit sous la forme
Ax+u, avec u € F. Finalement, z=u+ (Ax+y;),avecu € F et Ax+y, € Gy.siz€ FNGy, alors z=Ax+u
avecu € G’ etdonc u = z— Ax € G'NF’'. Puisque F’ et G’ sont en somme directe, on a u = 0. On en déduit que
z— Ax =0 soit, puisque x ¢ F, z=0et A = 0. Finalement, on a prouvé que F NG, = {0}.

Bien siir, G| # G puisque x € G \G.

Correction de I’exercice 29 A

1. On remarque d’abord que F NG, = {0} (une fonction constante qui s’annule en un point est forcément
identiquement nulle). Ensuite, prenons 4 € E, on doit prouver que & se décompose sous la forme h = g+ C,
ol C est une constante et g(a) = 0. Admettons que ce soit le cas. Alors, nécessairement, h(a) = C et g(x) =
h(x) —C = h(x) — h(a). On pose donc C = h(a) et g(x) = h(x) —h(a). Clairement, h = g+ C et g(a) = 0 ce qui
prouve que g € G,.

2. On va prouver que G et Ry[X] sont supplémentaires. Pour cela, il suffit de prouver que toute fonction
h € E se décompose uniquement sous la forme h = g+ P, avec g € G et P € Ry[X]. Unicité. Si h = g+ P,
alors, pour tout i € {0,...,N}, on a P(a;) = h(a;). Or, par la théorie des polyndmes interpolateurs de Lagrange
(par exemple), on sait qu’il existe un unique polyndme P € Ry[X] qui vérifie cette propriété. D’ou I’unicité
de P et par suite celle de g puisque g = h — P. Existence. Considérons P 1’unique polynéme de Ry[X] tel que
P(a;) = h(a;) pour tout i € {0,...,N} (un tel polyndme existe). De plus, on pose g = h — P. Alors g(a;) =
P(a;) —h(a;) =0pourtouti=1,...,Netdonc g € G, et bien sir h = g+ P.
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